Mathetreff: Losungen zu den Knobelaufgaben fur die
Klassen 9 und 10
Januar - Marz

Hier ist eine leicht gekirzte Lésung von Michael Schubert fur alle drei
Aufgaben, zur Zeit Schiler der Klassenstufe 6:

Aufgabe 1 ~tl"l1EI"ZI‘I&--I-I'E'ﬂ"J
d :C a?+b%?=c? a,b,c€IN
c® -b?=a% c>b,a>1
6
0O+1= 1=12
1+3= 4=2°
4+5= 9=32
9+7=16=4
16 +9 = 25 = 52

25+11= 36= 6°
36+13= 49= 7°
49 +15= 64 = 8°
64 +17= 81= 9°
81 +19=100= 107
Es lasst sich jede ungerade Zahl z = 2n+1 mit z > 1 als Differenz zweier aufeinander folgender

z=2n+1=(n+1)2—-n?3, n,zeIN
1

=>n+1=z+—
2

Quadratzahlen darstellen, da

Eigentlich ist die Differenz z zweier Quadratzahlen ¢? und b® nur die Summe von t aufeinander
folgenden ungeraden Zahlen. Deren Anzahl t ist Teiler der Differenz (c? - b?):

c=n+t und b=n, ntelN

z=c?2-b?=(n+t)2—n2=(2n+1)t,z>1

z=d-t, wobei d>t

d=2n+t,

d ist der Durchschnitt der t aufeinander folgenden ungeraden Zahlen. Dabei gilt, dass entweder t und

d beide gerade oder beide ungerade sind.
d=2n+t

:>n:d—1
2

z
t<—
Wenn ich eine Zahl z als Produkt aus einem Teiler t und einem Durchschnitt d mit t < d bzw. t
schreiben kann, dann kann ich z als Differenz (c? - b?) schreiben.
z=c2-Dp? c:n+t:d+£, b:n:d—1
2 2
2= (d+L2—(d-Ly
2 2
z=d-t



Fall 1: z ist ungerade

Wenn z ungerade ist, dann missen d und t ebenfalls ungerade sein. Mitd = zund t = 1 gibt es
mindestens eine mégliche Darstellung jeder ungeraden Zahl z als Differenz (c? - b?).

Ist z keine Primzahl, so gibt es fur alle Teiler t von z mit

Beispie|: z=20052=5-5-401-401

t<2

t weitere Lésungen fiir b und c:

t d=2 C=d+£ b=d—£ c? - b?
t 2 2

1 20052 2.010.013 2.010.012 2005°

5 5.401-401 402005 402000 2005°

5.5 401- 401 80413 80388 2005°

401 5.5.401 5213 4812 20052

Fall 2: z ist gerade

Wenn z gerade ist, dann mussen d undt ebenfalls gerade sein. Gerade Zahlen, die sich nicht in zwei
gerade Faktoren zerlegen lassen, sind somit nicht als Differenz von Quadratzahlen darstellbar!

Von den geraden Zahlen lassen sich also nur die durch 4 teiloaren als Differenz zweier
Quadratzahlen schreiben.

Fir alle durch 4 teilbaren Zahlen z > 4 (also auch fiir alle geraden Quadratzahlen a? > 29) gibt es mit
d =%, und t = 2 mindestens eine mdgliche Darstellung als Differenz (c? - b?).

ya Z
t<

Wenn z noch weitere gerade Teiler t mit geradem t und t hat, so gibt es weitere Lésungen fiir

b und c.

Ich kann also fur alle Jahreszahlen a > 2 nattrliche Zahlen b und ¢ finden, far die gilt

c2-b2=az2:
a?=z=d-t,

c=d+£,
2

b=d-+
2

dtelIN;t<d t und beide gerade, falls a? gerade

Aufgabe 2

Ein Mensch hat mindestens 0 und héchstens 539999 Haare. Also hat man 540000 Mdglichkeiten fr
die Anzahl der Haare. Da aber mehr als 540000 Menschen in Dusseldorf leben, gibt es mit
Sicherheit zwei Menschen mit der gleichen Anzahl Haare auf dem Kopf. Nebenbei bemerkt, hat ein
Mensch deutlich weniger Haare auf dem Kopf.



Aufgabe 3

Sei a die Lange der kiirzeren Kathete des rechtwinkligen Dreiecks. Die langere Kathete ist somit 2a

lang. Die Hypotenuse dieses Dreiecks ist V&% +48% =avs |gng.
Far den Flacheninhalt dieses Dreiecks gilt:
a-2a

a

a2

Jetzt werden die 20 Dreiecke zu einem Quadrat zusammengelegt. Wenn dies méglich sein soll, so
gilt fur den Flacheninhalt des Quadrates:
20-a?

Wie lang ist eine Seite des Quadrates?
J20a2 = 2a\/5
Dies ist aber genau doppelt so lang wie die Lange der Hypotenuse.

Daraus folgt, dass man mit solchen rechtwinkligen Dreiecken ein Quadrat legen kann, siehe auch die
Skizze dazu.
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