Mathetreff: Losungen zu den Knobelaufgaben
Knobelaufgaben fur die Oberstufe

September —Oktober 2007 T
Aufgabe 1
Tetraeder ﬁ
a) Die Oberflache besteht aus 4 Dreiecksseiten (deren Math e_T reﬂ-‘
.
Grundseite die Lange g=1 hat und deren Hohe \E
betragt).
Oh ID\F 1 3
Agesamt = 4DADreieckseite = 4Dg = 4D 4 = 2D_\/§ = \/5 < _\/g
2 2 2 2

b) Das Netz ist ein (grof3es) Dreieck, dessen Grundseite die Netz des Tetraeders

Lange g=2 hat und dessen Hohe j, - /2?2 - | betragt.
C

Dreieck
2

Aufgabe 2
Kirchenfenster AB: R;AP- l11;61\7[: h




Aufgabe 3
Vierecksflache

Zu zeigen:

A= 0,50ef Usina

Beweis :

h, = £, [sina

h, = f, [sin0

A= 0,50elf, Gsina + 0,50e[if, sina
A= 0,50el(f, + f,) Gsina

A= 0,50ef Usina

ged

Losungen von Johannes Busse, Jgst. 13:
Aufgabe 1:

Furf=7,3cm,e=5cmund a = 30°
folgt:

A= 7,3*5%0,5cm?**sin30°

A=9,125 cm?.

Ein Tetraeder besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken.

(0.93, 7.86)

Der Flacheninhalt
eines Dreiecks ist
allgemein

Ap = 0,5-sin a-a? oder
Ap= 0,5-sin 60°-1.
Der Tetraeder
besteht aus vier
solchen Dreiecken,
deshalb

Ar=0,5sin 60-1-4 =
2-sin 60

AT = \/3

Die Kantenlange ist mit a = 1 gegeben. Da, das Dreieck

gleichseitig ist, betragt jeder Winkel 60°.
Eine andere Herleitung:

(0.93, 7 88) F

Die Hohe h eines Dreiecks des
Tetraeders kann durch den
Pythagorassatz

a? = (0,5a)? + h? ausgerechnet werden.
Umgestellt ergibt sich:

h = V(a%(0,5 a)?). Setzt man nun a = 1
ein, so ist h = V(0,75).

Der Flacheninhalt des Dreiecks ist
demnach: Ap= 0,5-h-a bzw.



Ap= 0,5-V(0,75)-1 und des Tetraeders: Ar = 4-0,5-h-a bzw. Ar= 4:0,5-V(0,75)-1=
2-(0,75)

Ar =(2%0,75) = V(3)

V(3) < 1,5V(3)

Der Flacheninhalt eines Tetraeders ist mit \(3) definitiv kleiner als 1,5-V(3).

Aufgabe 2:

Durch zeichnen der Strecken

g (QM) und

| (BM) bilden sich zwei rechtwinklige Dreiecke.
Mit Pythagoras weifl man:

g.e.d



048

035

025

01 005 C |0

Aus diesen Informationen kann man nun Folgendes errechnen:

Aulerdem kann man diese
Beziehungen in den Skizzen
ablesen:

(CQ)="R

(CB)="7%R

g="R+r

I=R-r

h?+ (CQP*=¢g*> & h?2+1/16:'R*=1/16-R* + V2rrR+r & h?=r> + ¥R

h?2+(CBR=1 & h2=1-%R?

| = R-r

rr+%rR=12-"%R?2

r’+ %R+ Y%R?2=(R-r)?
P+ %R+ /aR? =R%2rR+r?
%rR + -R?=-2-1'R + R?
2% TR = %R

r=03R

g g

Der gesuchte Radius r ist das 0,3fache von R.

Aufgabe 3:
i




Ich habe das Viereck in vier Dreiecke unterteilt. € =5 cm und f = 7,3 cm sind die angegebenen
Diagonalen, die ich aus Grinden der Ubersicht nicht eingezeichnet habe. Die gegenuberliegenden
Winkel von & bzw. B sind selbstverstandlich gleich grof3 wie & bzw. B.

Ich stelle folgende Beziehungen auf:

B=180°—-a=150°
a+b=f
c+d=e

Die Dreiecke haben die Flacheninhalte:

Aviaw = 0,5-a-c'sin B = 0,5:(f-b)-(e-d)-sin (150°)

At = 0,5-b-c'sin a = 0,5:(f-a)-(e-d)-sin (30°)

Agin = 0,5-b-d-sin B = 0,5-(f-a)-(e-c)-sin (150°)

Aiia = 0,5-a-d-sin a = 0,5:(f-b)-(e-c)-sin (30°)

Das Viereck hat den Flacheninhalt Aviereck = Aviau + Arot + Agriin + Al

sin (150°) = sin(30°). Ich klammere 0,5 und sin (30°) aus. Dann ergibt sich:

Aviereck = O 5-sin (300) [( ) (e-d) + (f—a)'(e-d) + (f—a)-(e_c) + (f'b)'(e-C)
& Avesa = 0.5'sin (30°)[(e-d) (f-b + f-a) + (e-c)-(F-a + -b)]
& Aviereck = 0,5-sin (30°)-[(e-d)-f + (e-c)]
& Aviereck = 0,5 sin (300) f- (e -d + e- C)
& Aviereck = 0,5 sin (30°)-f-e
& Aviereck = 0,5 sin (300) 7,3cm-5cm
a4 AV|ereck 9,125 sz

Da, sich die Langen a und b sowie ¢ und d grundsatzlich zu f bzw. e addieren, ist es egal, wo der
Schnittpunkt S, also die Teilung von e und f liegt. In Folge dessen, kann der Schnittpunkt S sogar
so verschoben werde, dass er mit dem Punkt A (0|0) identisch ist, sodass die Unterteilung fin a
und b sowie e in ¢ und d nicht mehr notwenig ist, da a und d wegfallen, also die Lange 0 haben.

In diesem Fall ist der Flacheninhalt genauso:

AV|ereck 0 5 Sln (30 ) f e
Aviereck = 0,5 sin (30 )7,3 cm-5 cm
AVlereck 9 125 Cm

$¢¢8

Daraus folgt, dass man durch die Angabe, der Langen der Diagonalen eines Vierecks und deren
Schnittwinkel einen spezifischen Flacheninhalt beschreibt. Dabei kann das Viereck verschoben
werden und es die Form von ,seltsamen® Vielecken und Dreiecken annehmen.



Dies sieht man an der oben bewiesenen Formel zur Errechnung des Flacheninhaltes eines
beliebigen Vierecks unter Angabe der Diagonallangen e und f sowie dem Schnittwinkelwinkel @.

Aviereck = 0,5 sin a-f-e g.e.d.
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