Mathetreff: Losungen zu den Knobelaufgaben fur die
Klassen 9 und 10
November — Dezember 2007

Aufgabe 1
Dreieck
Der Winkel ABC hat das Winkelmal} 3 [Beta], die Winkel ABD und

CBD haben dann das Winkelmal} von jeweils %[Formel 1 : Bruchstrich

| Mathe-Treff

— im Zahler Beta - im Nenner 2]. Da die Gerade durch die Punkte B
und D parallel zur Gerade durch die Punkte E und C ist, folgt dass der Winkel BEC das Winkelmalf3

%[Formel 2: Bruchstrich — im Zahler Beta - im Nenner 2] hat (Stufenwinkel an geschnittenen

Parallelen). Der Winkel BCE hat das Winkelmal} % [Formel 3: Bruchstrich — im Zahler Beta - im

Nenner 2] (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen). Da die Winkelmalde der Winkel BEC und
BCE gleich sind folgt, dass die Streckenlangen der Strecken BC und BE gleich sind. Das Dreieck
BEC ist also gleichschenklig.

Aufgabe 2
Funktionen und Zahlenpaare

Angenommen ist gibt eine Lésung fir f, also eine oder auch mehrere Funktionen, die diese
Gleichung erfullen. Wenn es eine oder auch mehrere Losungen gibt, dann muss die gegebene
Gleichung auf jeden Fall fiir spezielle Belegungen der Veranderlichen x gelten. Setzt man z.B. in der
Gleichung:

f(X1 + X2) — 2f(X1— X2) + f(X1) — 2f(X2) = Xo— 2

X2= 0, so erhalt man:

f(x1) — 2f(x1) + f(x1) — 2f(0) = - 2, also f(0) = 1.

Setzt man hingegen x;= 0, so erhalt man

f( x2) — 2f(— x2) + f(0) — 2f(x2) = x2— 2, mit f(0) = 1 erhalt man nun

— f(x2) — 2f(= X3) = X2— 3. (1)

In dieser Gleichung (1) treten die Argumente —x, und x; auf. Ersetzt man in Gleichung (1)
X2 durch —x;, so erhalt man

— f(=X2) — 2f( X2) = — x2— 3. (2)

Man hat also zwei Gleichungen erhalten

(1):  —2f(— x2) — f(x2) = x2—3

(2):  —f—x2) = 2f( x3) =— x2— 3

Multipliziert man Gleichung(2) mit (—2) und addiert zu der nun erhaltenen Gleichung Gleichung (1) so
erhalt man: 3f( x;) =3x.+ 3. (3)

Wenn es eine Losung gibt, so ist es wegen (3) f(x) = x + 1. (Diese Bedingung ist notwendig). Die
Probe an der Ausgangsgleichung zeigt, dass diese Funktion auch tatsachlich

f(x1+ x2) — 2f(x1— Xx2) + f(x1) — 2f(x2) = xo— 2 erflllt. Somit ist die Losung auch die einzige Losung.



Aufgabe 3
Letzte Ziffer

11*11 =121, 11*11*11 = 1331, ...., 11" [Formel 1: 11 hoch n] ergibt fUr jede natlrliche Zahl n, n>1
immer eine Zahl, deren Endziffer immer auf 1 endet.

Fir die letzte Ziffer der Potenzen von 7 gilt:

7*7= 49

7*7*7= 543,

7*7*7*7=543*7 = 3801, als Endziffer 1, wegen 3*7 = 21

7*7*7*7*7=7T"5=.....7, wegen 1*7=7

7777 7*7=7"6=.....9, wegen 7*7=49

757777 7*7*7=7"7= .... 3, wegen 9*7=63

75777 7*7*7*7= 7"8=.....1, wegen 3*7=21

77T T T=7"9= .....7, wegen 1*7 = 7

7577777 7*7*7*7=7M0= ...9, wegen 7*7 = 49

Man findet also eine gewisse Regelmaligkeit bei den Endziffern mit einer Periode von vier.

Da 2008durch 4 teilbar ist, endet 72°® [Formel 2: 7 hoch 2008] auf die Endziffer 1.

Somit endet die Zahl 112°%® — 720%[Formel 3: 11 hoch 2008 minus 7 hoch 2008] auf die Endziffer 0.
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