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Geometrie mit Taxis

Wihrend seiner Schulzeit lernt man in der Regel
nur die klassische, euklidische Geometrie kennen.
In der Unter- und Mittelstufe werden dabei ver-
schiedene geometrische Zusammenhénge, wie
Symmetrien, Abstinde von Punkten, Streckenmit-
telpunkte, die Kreiszahl r, geometrische Figuren,
Umfangs-, Flachen- und Volumenformeln, und
vieles mehr entdeckt. Auch die analytische Geo-
metrie in der Oberstufe ist nur eine andere Dar-
stellungsart fiir die bekannte euklidische Geome-
trie.

Neben dieser Schulgeometrie gibt es aber weitere
sogenannte nicht-euklidische Geometrien, die je-
doch oft komplex, schwierig zu verstehen und we-
nig anschaulich sind. Die Artikelreihe Geometrie
mit Taxis befasst sich mit einer einfach zu verste-
henden und anschaulichen, nicht-euklidischen
Geometrie. In der Fachliteratur findet man sie un-
ter verschiedenen Namen, wie Minkowski-, Taxi-
oder Manhattengeometrie. Der aus Russland stam-
mende Mathematiker Hermann Minkowski soll
sich als erstes mit dieser besonderen Geometrie
beschiftigt haben, weshalb er auch meist als ihr
Erfinder genannt wird. Minkowski unterrichtete
unter anderem in Ziirich den jungen Albert Ein-
stein und arbeitete spiter in Gottingen mit dem be-
deutenden Mathematiker David Hilbert zusam-
men. Dort starb Hermann Minkowski im Jahr
1909, mit nur 45 Jahren, an einer Blinddarment-
ziindung. Auf Hermann Minkowski gehen die in
der Relativitdtstheorie gebrduchlichen Raum-Zeit-
Diagrammen, genannt Minkowski-Diagramme,
zuriick. Um 1900 herum befasste er sich mit der
Geometrie der Zahlen, wiahrend er Spezialfille
von metrischen Rdumen untersuchte, in denen je
zwei Punkten eine nicht-negative Zahl, ihr Ab-
stand, zugeordnet ist. Auch der Taxigeometrie
liegt ein solcher metrischer Raum zugrunde, in
dem die Punkte gerade den Schnittpunkten von
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horizontalen und vertikalen Geraden entsprechen
([2], S. 138).

Der wohl grof3te Vorteil der Taxigeometrie, gegen-
iiber anderen nicht-euklidischen Geometrien, ist
ihre Anschaulichkeit, wodurch der Zugang beson-
ders leicht ist. Man kommt aber nicht ohne einige
aufwendige Berechnungen aus, die mathematisch
geschicktes Umformungen erfordern. Das sollte
einen aber nicht abschrecken, denn es macht viel
Spal} die Taxigeometrie zu erkunden und auf ma-
thematische Entdeckungstour zu gehen. In ihr gibt
es vieles, was anders, tiberraschend und verbliif-
fend ist. Mit der Taxigeometrie erdffnet sich dem
mathematisch interessierten Leser eine neue geo-
metrische Welt, in der bekannte geometrische Ob-
jekte anders erscheinen, als man es aus der Schule
gewohnt ist.

Der Name Taxigeometrie hat sich daraus ergeben,
dass sich die Besonderheit dieser Geometrie da-
durch veranschaulichen ldsst, wenn man sich vor-
stellt, man wiirde in einem Taxi durch die Stral3en
einer Stadt fahren. Nimmt man zur Vereinfachung
an, dass die Strafen ein gleichméBiges Gitternetz
bilden, so lasst sich die Situation mit einem karier-
ten Papier beschreiben. Die Késtchenlinien stellen
Straflen und die Késtchenkreuze stellen Strallen-
kreuzungen dar. Die Fliche innerhalb der Kist-
chenlinien steht dann fiir einen Wohnblock, einen
Park oder dhnliches, welche von einem Taxi nicht
befahren werden diirfen. Betrachtet man beispiels-
weise den Stadtplan von New York oder der In-
nenstadt von Mannheim, so wird die Anwendbar-
keit einer solchen Geometrie schnell deutlich.

1.1 Punkte in der Taxigemoetrie

Formal lassen sich zwei unterschiedliche Formen
der Taxigeometrie unterscheiden. Das ist zum ei-
nen die stetige Form, bei der jeder beliebige Punkt
der Koordinatenebene betrachtet wird, und zum
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anderen die diskrete Form, bei der nur die Punkte
auf den Gitterkreuzen betrachtet werden. Im steti-
gen Fall wird somit die Koordinatenebene IR °
und im diskreten Fall die Koordinatenebene

Z° betrachtet. Da wir die Taxigeometrie zur
mathematischen Beschreibung urbaner Gebiete
verwenden mdchten, wird bei geometrischen Fra-
gestellungen hauptsichlich die diskrete Form be-
trachtet. Das heil3t alle Punkte, die zur Beschrei-
bung von Standorten verwendet werden, haben
zunéchst ganzzahlige Koordinaten. Fiir die dabei
durchgefiihrten Berechnungen muss jedoch die
stetige Form verwendet werden. In spiteren Arti-
kel werden gegebenenfalls Punkte betrachtet, de-
ren Koordinaten nicht ganzzahlig sind. Unter Um-
standen entsteht so eine besonders spannende geo-
metrische Situation.

1.2 Strecken in der Taxigeometrie

In der euklidischen Geometrie stellt eine Strecke
AB die Menge aller Punkte dar, die auf der di-
rekten und damit kiirzesten Verbindungslinie zwi-
schen zwei Punkten A und B liegen. Insbesondere
existiert in der euklidischen Geometrie zu zwei
Punkten A und B nur genau eine Strecke AB. In
Abbildung 1 sind neben der euklidischen Strecke
AB (orangene Strecke) auch einige Strecken
AB fiir die Taxigeometrie abgebildet (blaue und
griine Strecke). Es fillt sofort auf, dass es in der
Taxigeometrie nicht nur eine einzige Strecke
AB zwischen zwei Punkten A und B gibt. Den-
noch haben alle Strecken AB dieselbe Linge,
wie spéter deutlich wird.

Abb. 1

®

© Mathe-Treff der Bezirksregierung Disseldorf 2020 / Seite 2

Bezirksregierung
Diisseldorf

Um zu untersuchen, wie hoch die Anzahl der Stre-
cken AB zu zwei Punkten A und B ist, wird eine
Unterscheidung der stetigen und diskreten Min-
kowskigeometrie notwendig. Im stetigen Fall
existiert aufgrund der Uberabzihlbarkeit der reel-
len Zahlen keine obere Schranke fiir die Anzahl
der Strecken AB. Betrachtet man nur die Z°
Ebene, also den diskreten Fall, so ist die Anzahl
der Strecken AB abzihlbar und es existiert eine
obere Schranke. Die Anzahl der moglichen Stre-
cken AB wird dabei durch zwei Parameter be-
stimmt. Der Abstand zwischen den x-Werten der
Punkte A und B sowie der Abstand der y-Werte
der beiden Punkte legen fest, wie viele Strecken
AB existieren.

1.2.1 Anzahl der Strecken zwischen zwei
Punkten in der Taxigeometrie

Bevor eine Formel zur Berechnung der Anzahl der
Strecken AB bewiesen wird, sollen zunichst ei-
nige Uberlegungen an einem einfach Beispiel an-
gestellt werden. Kimi wohnt mit ihren Eltern in ei-
ner Wohnung K(1/3) in der Mannheimer Innen-
stadt. Thre beste Freundin Helena wohnt ebenfalls
in der Innenstadt Mannheims. Die Wohnung ihrer
Eltern liegt bei H(5/6). Mochte nun Kimi auf kiir-
zestem Weg zu Helena fahren, so muss sie an je-
der Stra3enkreuzung stets eine der Stralen wéh-
len, die sie nicht weiter von Helena's Wohnort ent-
fernen (vgl. Abb. 1). Sie hat daher an jeder Stra-
Benkreuzung zwei Straflen zur Auswahl, die sie
bis zur nachsten Stralenkreuzung nehmen kann.
Bei der einen Strale verringert sich die Differenz
der x-Koordinaten zwischen Kimi's aktuellem
Standort S und Helena's Wohnort H, der Differenz
der y-Werte bleibt gleich. Bei der anderen Stral3e
verringert sich die Differenz der y-Werte zwischen
Kimi's Standort S und Helena's Wohnort H, die
Differenz der x-Werte bleibt hingegen gleich. In
beiden Fallen verringert sich der Abstand zwi-
schen den Punkte S und H. Die Frage nach der
Gesamtanzahl der Wege zwischen Kimi's Wohnort
K und Helena's Wohnort H ist somit ein kombina-
torisches Problem. Der folgende Satz liefert fiir
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die diskrete Minkowskigeometrie eine Formel zur
Berechnung der Anzahl der Strecken AB zwi-
schen zwei Punkten A€ Z* und Be Z°.

Um ihn zu beweisen wird auf das aus der Kombi-
natorik bekannte Pascal'sche Dreieck zuriick ge-
griffen.

Wir wollen nun untersuchen, auf wie vielen We-
gen Helena zu ihrer Freundin Kimi fahren kann

([11, S. 139-140). Es seien A(x,/y,J€ Z* und

B(XB/yB) € Z* zwei Punkte. Die Anzahl X der

Strecken AB zwischen A und B lisst sich mit
der folgenden Formel berechnen.

(|XA_XB‘+|yA_yB‘)!

X=
B el 7))

Setzte den Punkt B als die Spitze des Pascal'schen
Dreiecks und lege den Rest des Dreiecks so an,
dass der Punkt A innerhalb liegt. Aufgrund der
Symmetrie ist es dabei irrelevant, wie das
Pascal'sche Dreieck hinter das von den Punkten A
und B aufgespannte Rechteck gelegt wird. Es
muss nur so angelegt werden, dass einer der
beiden Punkt in der Spitze des Dreiecks und der
andere Punkt innerhalb des Dreiecks liegt (vgl.
Abbildung 2). Die Zahlen des Pascal'schen
Dreiecks werden dabei an die Gitterkreuze
geschrieben. Das Pascal'sche Dreieck sei so
angelegt, dass der Punkt A in der Spitze und B
innerhalb des Dreiecks liege. Die Zahlen an den
Gitterkreuzen liefern nun die Anzahl der
moglichen Wege, um von A zu dem jeweiligen
Gitterkreuz zu gelangen, wenn man nur entlang
der Késtchenlinien gehen darf und sich dabei
niemals weiter entfernt. Der Punkt B liegt nun auf
dem Schnitt der ‘XA - XB| -ten und \yA - yB| -
ten Diagonalen. Es ist leicht einzusehen, dass

‘XA - XB|+‘yA - yB| die Zeile des Pascal'schen
Dreiecks angibt, in der der Punkt B liegt. Dies
einzusehen iiberlasse ich der Leserin oder dem
Leser.
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Abb. 2
Aus der Kombinatorik ist bekannt, dass sich der

Binomialkoeffizient (Z) mittels des

Pascal'schen Dreieck bestimmen lisst, wobei n fiir
die jeweilige Zeile und k fiir eine der Diagonalen
des Pascal'schen Dreiecks steht. Es gilt somit

n=|x,~xg|+*|y,~ys| und n=[y,~ys- Aus

dem Binomialkoeffizienten (Z) lasst sich nun

obige Gleichung herleiten.

W=

(1% =%+ |y = yal)!
(|XA_XB|+‘yA_yB|_|yA_yB‘)! ) ‘YA_YB|!
_ APxamxa+ya-yal)!
(‘XA - XB‘)! : (‘)’A - YB|)!

Mit der Gleichung (1) kann nun auch berechnet
werden, auf wie vielen kiirzesten Wegen Kimi von
threm Wohnort zu ihrer Freundin Helena gelangen
kann. Es ist K(1/3) und H(5/6) und X sei die An-
zahl der Strecken KH.

_ (j1-5+3-6])F _ 71 5040 _

C(j1-s))r-(3-6|)r 4r-317 144
Kimi hat also 35 verschiedene, kiirzeste Wege, um
von ihrem Wohnort zu Helena zu gelangen.

35¢
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1.2.2 Lange einer Strecke zwischen zwei
Punkten in der Taxigeometrie

Wie in der Einleitung beschrieben, unterscheiden
sich die euklidische Geometrie und die Taxigeo-
metrie lediglich darin, wie zu zwei Punkten A und
B die Strecke AB bestimmt wird. Wihrend die
euklidische Geometrie die direkte Luftline zwi-
schen A und B verwendet wird, nutzt die Taxigeo-
metrie die Summe aus vertikalem und horizonta-
lem Abstand der beiden Punkte. Mathematisch be-
deutet dies, dass die beiden Geometrien unter-
schiedliche Metriken verwenden ([4], S. 2, [5] S.
11f). In der euklidischen Geometrie wird als Me-
trik der Satz des Pythagoras verwendet, um den
Abstands zwischen zwei Punkten

A(yA/xA)EIR2 und B(yB/xB)EIR2 Zu er-

mitteln. Das heil3t man berechnet
de(A,B):\/(XA _XB)2+(yA - )’B)z-

In der Taxigeometrie ist die Metrik zur Bestim-
mung des Abstands zwischen A und B eine ande-
re. Der Abstand dT(A ,B| zwischen zwei Punk-
ten A und B ist somit die Summe der Betrige der
Differenzen ihrer x- und y-Werte. Der Abstand
wird daher wie folgt berechnet:
dT(A’B):|AX|+|Ay|:‘XA - XB‘+‘yA_ YB|

Mochte nun Helena H(5/6) wissen, wie weit sie
mit dem Fahrrad bis zu ihrer Freundin Kimi
K(1/3) fahren muss, so kann dies folgendermaflen
berechnet werden.

d,(H,K)=|5-1|+|6 - 3|=|4|+|3|=4+3=7
Die Distanz zwischen den beiden Wohnorten von
Helena und Kimi betrdgt also in der Taxigeometrie
7 LE. Fiir einen Vogel wire die Entfernung eine
andere.

d,(A,B)=y(5-1)+(6 -3/=116+9=5
Ein Vogel muss nur eine Strecke von 5 LE zwi-
schen den beiden Wohnungen zuriicklegen.
Allgemein ldsst sich fiir die Metriken der euklidi-
schen Geometrie und Taxigeometrie folgende Un-
gleichung aufstellen. Dies einzusehen iiberlasse
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ich der Leserin oder dem Leser ([3], S. 4)
d;(A,B)>d,(A,B),V A,BER’

1.3 Mittelpunkt einer Strecke in der
Taxigeometrie

Auf der Suche nach einer Wohnung W(x/y) in der
Innenstadt von Mannheim tiiberlegt der Student
Tiago an welchem Ort diese idealerweise sein
sollte. Hierfiir sollte der Weg zur Universitit
U(3/2) und zur Nachhilfeschule N(11/14), in der
er arbeitet, moglichst gleich lang sein. Dariiber
hinaus sucht Tiago nach dem Ort, der die kiirzeste
Distanz zur Universitdt und Nachhilfeschule hat.
Mathematisch soll also d.(W,U) minimal sein
und es muss gelten d,(W,U)=d,(W,N|. Esist
also der Mittelpunkt M der Strecke WU ge-
sucht.

Um den Mittelpunkt einer Strecke AB mit A
und B zu berechnen, muss man in der Taxigeome-
trie deutlich umfangreichere Berechnungen anstel-
len, als in der euklidischen Geometrie. In der eu-
klidischen Geometrie gilt fiir den Mittelpunkt M

der Strecke durch die Punkte A (X Aly A) und
B(x,/y;s) nach der Mittelpunktsformel
XpatXg Yat)Vp
M ( 2 732

metrie ware also der Punkt
A4(3+11 2+14

). In der euklidischen Geo-

2/2

fiir Tiago's Wohnung. Nun soll berechnet werden,
welcher Standort in der Taxigeometrie ideal wire.
0 d,(W,U)=d,(W,N)|
e |x = 3|+|y - 2|=|x—11]+|y - 14|

Aufgrund des Betrags in der Metrik der Taxigeo-
metrie miissen diverse Fallunterscheidungen vor-
genommen werden ([3], S. 5).

1.Fall:x<3
a) Ist y<2, so gilt:

(1) 3-x+2-y=11-x+14 -y = 20=0
Der Fall 1.a) liefert einen Widerspruch und damit
keine Losung.

):M (7/8) der ideale Standort
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b) Ist 2<y<14, so gilt:

(1) 3-x+y-2=11-x+14-ye y=12
Der Fall 1.b) liefert somit eine Losung.

c) Ist y>14, so gilt:

(1)@ 3-x+y-2=11-x+y-14=4=0
Der Fall 1.c) liefert einen Widerspruch und damit
keine Losung.

2.Fall:3<x<11
a) Ist y<2, so gilt:

(1) x-3+2-y=11-x+14 -y x=13>11
Der Fall 2.a) liefert einen Widerspruch und damit
keine Losung.

b) Ist 2<y<14, so gilt:

(1) x-3+y-2=11-x+14-ye y=15-x
Der Fall 2.b) liefert somit eine Losung.
c)Ist y>14, so gilt:

(1) x-3+y-2=11-x+y-14= x=1<3
Der Fall 2.c) liefert einen Widerspruch und damit
keine Losung.

Fall3:11<x
a) Ist y<2, so gilt:

(1) x-342-y=x-1+14-y=2=0
Der Fall 3.a) liefert einen Widerspruch und damit
keine Losung.

b) Ist 1<y<7, so gilt:

(1) x-1+y-1=x-8x+7-ye y=4
Der Fall 3.b) liefert somit eine Losung.
c)Ist y>7, so gilt:

(1) x-1+y-1=x-8+y -7 20=0
Der Fall 3.¢) liefert einen Widerspruch und damit
keine Losung.

Es ergibt sich somit als Losung der Gleichung
d,(W,U)=d.(W,N):

y=12, fir x<3

y=15-x, fir 3<x<11

y=4, fir 11<x
Die Punkte, fiir die gilt d,(W,U)=d,(W,N),
sind in der Abbildung 3 dargestellt. Mochte Tiago
die potenziellen Wohnungstandorte W(x/y) aus-
wihlen, an denen der Abstand zur Universitit und
zur Nachhilfeschule moglichst gering ist, so kom-
men nur diejenigen in Fragen, fiir die gilt

3<x<11 und 2<y<14. Wie man leicht ein-
sehen kann, haben alle anderen Standorte einen
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groferen Abstand zur Universitit und zur
Nachhilfeschule. Vergleicht man diese Punkte mit
dem Streckenmittelpunkte M der euklidischen
Geometrie, fiir den gilt d,(M,U)=d.(M,N),

so wird der Unterschied zwischen den beiden
Geometrien erneut deutlich. Wahrend in der eukli-
dischen Geometrie nur ein einziger idealer Stand-
ort fiir die Wohnung M(7/8) in Frage kommt, exis-
tieren in der Taxigeometrie mehrere mogliche
Standorte, deren Abstand zu zweil bestimmten
Punkten gleich ist. Im stetigen Fall sind es unend-
lich viele und im diskreten Fall nur endlich viele.

IN(11 /1 4
g =12 -
Yy=19—+x
N
M(7/8)
N
N
N
y=+d
U(3/2) ]
Abb. 3
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