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Die Entdeckung der 
irrationalen Zahlen             

(von H. Tiex) 

Nachdem im letzten Artikel gezeigt wurde, dass 
die Erzählung über die Entdeckung der 
irrationalen Zahlen durch Hippasos anhand eines 
Fünfecks mit hoher Wahrscheinlichkeit falsch ist, 
soll nun untersucht werden, wie diese Entdeckung 
in Wirklichkeit ablief. 

Die alten Babylonier und Ägypter 

Anders als der Satz des Pythagoras kann das 
Wissen über die Existenz irrationaler Zahlen von 
den Griechen nicht aus dem alten Orient 
übernommen worden sein, da es keinen Hinweis 
darauf gibt, dass man diese Zahlen dort als 
irgendwie ungewöhnlich wahrgenommen hat. 
Sowohl in Ägypten als auch in Babylonien finden 
sich Texte, in denen mit Approximationen für 
irrationale Zahlen (wie zum Beispiel die Zahl π) 
gerechnet wird, aber es gibt keinen Hinweis 
darauf, dass man sich der besonderen 
Eigenschaften dieser Zahlen bewusst gewesen 
wäre. Ein besonders interessantes Beispiel dafür 
ist die babylonische Tontafel YBC 7289, bei der 
es sich vermutlich um eine Übungsaufgabe aus 
einer Schreiberschule handelt, die zwischen 1600 
v. Chr. und 1800 v. Chr. entstand. Auf der Tontafel 
kann man ein Quadrat erkennen, dessen 
Kantenlänge ohne Angabe der Maßeinheit mit ½ 
(oder 30) angegeben wird. Die Babylonier 
verwendeten ein Stellenwertsystem mit der Basis 
60; in diesem Fall ist unklar, ob es sich um 30 
Einer oder 30 Sechzigstel handelt. An den 
Diagonalen befinden sich zwei Angaben, unten 
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) und oben305470
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. Der Schüler hat 
vermutlich aus einer Tabelle auf einer anderen 
Tontafel den Wert 305470

216000
= 1,414212963. .. als 

Annäherung für √2  übernommen und 
anschließend mit ½ (bzw. 30) multipliziert, um 
den zweiten Wert als Ergebnis für die Länge der 
Diagonale zu erhalten. In einem Quadrat mit 
Kantenlänge a hat die Diagonale die Länge √2𝑎. 
Der tatsächliche Wert von √2  ist 
1,41421356237…; es handelt sich also um eine 
relativ genaue Annäherung.  

Die alten Griechen  

Das Wissen um das Vorhandensein und die 
Eigenschaften irrationaler Zahlen ist im antiken 
Griechenland ab dem Ende des fünften 
vorchristlichen Jahrhunderts nachweisbar. Der 
erste namentlich bekannte griechische 
Mathematiker, der sich mit irrationalen Zahlen 
beschäftigte, war Theodoros von Kyrene (ca. 470 
– 400 v. Chr.), von dem der Philosoph Platon (der 
vermutlich einer seiner Schüler war) in seinem 
Dialog Theaitetos berichtet, dass er die 
Inkommensurabilität von 1 mit√3 , √5 usw. bis 
(einschließlich oder ausschließlich) √17 gezeigt 
hätte. Die Zahl √2  wird nicht erwähnt; ihre 
Irrationalität dürfte (mehr oder weniger kurz) 
vorher bereits (vermutlich von einer anderen 
Person) bewiesen worden sein. In der Tat weisen 
verschiedene Zeugnisse darauf hin, dass das 
Phänomen der irrationalen Zahl (bzw. 
inkommensurabler Größen) beim Quadrat 
entdeckt worden ist (wo Kantenlänge und 
Diagonale im Verhältnis 1: √2stehen). So deuten 
sowohl Platon als auch Aristoteles in ihren 
Schriften mehrfach auf diesen Sachverhalt hin. 

Der Beweis des Euklid 

Wie die Entdeckung der Inkommensurabilität 
vonstattenging, ist unbekannt. Der vermutlich 
älteste überlieferte Beweis der 
Inkommensurabilität von zwei Strecken betrifft 
zwar das Quadrat, er befindet sich allerdings erst 
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im Werk des Euklid. Euklid wirkte um 300 v. Chr. 
vermutlich in Alexandria in Ägypten und 
sammelte einen großen Teil des mathematischen 
Wissens seiner Zeit in seiner Schrift „Elemente“. 
Das zehnte Buch dieser Schrift hat einen Anhang 
(der als 117. Satz des Zehnten Buches gezählt 
wird), in dem gezeigt wird, dass die Diagonale 
und die Seite eines Quadrates zueinander 
inkommensurabel sind. Es handelt sich um einen 
indirekten Beweis: 

Man setzt zunächst voraus, dass die Seite (AD 
bzw. a) und die Diagonale (AC bzw. b) zueinander 
kommensurabel wären. Dann würden die beiden 
Längen in einem Verhältnis a:b zueinander stehen 
mit natürlichen Zahlen a und b. Man verlangt, 
dass a und b die kleinstmöglichen Zahlen sein 
sollen (also teilerfremd sind). Was damit gemeint 
ist, wird klar, wenn man a:b als Bruch schreibt: 
Der Bruch a/b soll vollständig gekürzt sein. 
Anschließend benutzt man den Satz des 
Pythagoras, um festzustellen, dass das Quadrat 
über AC doppelt so groß sein muss wie das 
Quadrat über AD. Die Punkte A, D und C bilden 
nämlich ein gleichschenkliges rechtwinkliges 
Dreieck, in dem AC die Hypotenuse und AD und 
DC die beiden gleich langen Katheten sind. Es gilt 
also AD² + DC² = AC² bzw. 2 AD² = AC². Daraus 
kann man schlussfolgern, dass auch a² und b² im 
gleichen Verhältnis stehen müssen: 2a²= b². Dies 
bedeutet, dass b² eine  gerade  Zahl sein  muss (es 
lässt  sich nämlich offensichtlich ohne Rest durch 
2 teilen). An dieser Stelle benutzt man die Regel, 
dass eine Zahl gerade sein muss, wenn ihr Quadrat 
gerade ist. Also muss b selbst eine gerade Zahl 
sein.  Aber  wenn  eine  Zahl  gerade ist,  so ist  ihr 

Illustration zu Euklids Beweis der Inkommensurabilität 
von Seite und Diagonale im Quadrat. Ähnliche 
Zeichnungen finden sich auch in Euklids Elementen. 

Quadrat durch 4 teilbar. Aus dem oben Gesagten 
folgt, dass b² ohne Rest durch 4 teilbar ist. Das 
Ergebnis könnte zum Beispiel c sein. Aber dann 
gilt: 2a² = b² lässt sich umformen zu 2a² = 4c². 
Daraus ließe sich aber schlussfolgern, dass a² = 
2c² ist. Und somit ist a² ebenfalls eine gerade Zahl. 
Da es sich um das Quadrat von a handelt, muss a 
auch selbst gerade sein. Das Endergebnis wäre, 
dass sowohl b als auch a gerade Zahlen sein 
müssen. Da a und b teilerfremd gewählt wurden, 
muss aber mindestens eine der beiden Zahlen 
ungerade sein. Damit ergibt sich ein Widerspruch. 
Die beiden Größen können nicht kommensurabel 
sein, da ansonsten eine Zahl zugleich gerade und 
ungerade sein müsste. 

Der oben wiedergegebene Beweis dürfte längere 
Zeit vor Euklid entstanden sein. Er benutzt in 
einer für Euklid eher untypischen Art und Weise 
die Eigenschaften gerader und ungerader Zahlen, 
bei denen es sich vermutlich um ein relativ altes 
Betätigungsfeld der griechischen Mathematik 
handelt (das insbesondere für die frühen 
Pythagoräer typisch gewesen sein dürfte).  
Allerdings kann es sich nicht um den 
Gedankengang handeln, mit dem die Inkom-
mensurabilität zum ersten Mal entdeckt worden ist. 
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Dagegen spricht vor allem, dass ein relativ 
komplexer indirekter Beweis verwendet wird, der 
das Wissen über das Vorhandensein der 
Inkommensurabilität beim Quadrat im Grunde 
genommen voraussetzt. Die genaue Art und Weise 
der eigentlichen Entdeckung und auch ihr 
Zeitpunkt sind unbekannt und lassen sich 
vermutlich nicht mehr eruieren. Dabei kann es 
durchaus sein, dass dieser Schritt von frühen 
Pythagoräern gemacht wurde, aber dies ist nicht 
nachweisbar. Dafür spricht allerdings, dass 
Euklids Beweis die Eigenschaften gerader und 
ungerader Zahlen benutzt. Verschiedene Zeug-
nisse deuten darauf hin, dass sich die frühen 
Pythagoräer relativ intensiv mit diesem Thema 
beschäftigt haben.  

Theodoros  

Nicht nur die Art und Weise der Entdeckung der 
Inkommensurabilität sondern auch die Vorgehens-
weise des oben bereits erwähnten Theodoros ist 
unbekannt. Eine Rekonstruktion wird dadurch 
erschwert, dass aus Platons Bericht nicht deutlich 
wird, ob der Beweis bei 17 noch gelungen ist oder 
nicht. 

Im Laufe der Zeit hat es mehrere Versuche zur 
Rekonstruktion gegeben. Im Rahmen eines 
solchen Versuchs wurde im 20. Jahrhundert die 
Theodorus-Spirale bzw. Quadratwurzelspirale als 
von Theodoros verwendetes Hilfsmittel vorge-
schlagen: Bei dieser Spirale wird zunächst ein 
rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck mit 
einer Schenkellänge von 1 Einheit gezeichnet, bei 
dem die Hypotenuse die Länge √2  hat. An-
schließend werden neue rechtwinklige Dreiecke 
konstruiert, die jeweils die Hypotenuse des 
vorherigen Dreiecks als neue Kathete und eine 
Strecke der Länge 1 Einheit als zweite Kathete 
haben. Mit diesem Verfahren lassen sich Strecken 
der Länge √3 , √4 , √5  bis √17  zeichnen. 
Schwierigkeiten entstehen erst bei√18, da sich die 

weiteren Dreiecke überschneiden würden. Dieser 
Rekonstruktionsversuch setzt voraus, dass 
Theodoros den Beweis für√17  noch vollenden 
konnte Andere Rekons-truktionsversuche gehen 
davon aus, dass Theodorus bei seinen Beweisen 
die Eigenschaften gerader und ungerader Zahlen 
benutzt hat. Es lässt sich zeigen (vgl. z. B. Wilbur 
Knorr: The Evolution of the Euclidian Elements 
[von 1975]), dass √17 die erste Zahl ist, bei der 
ein solcher Beweis nicht gelingen kann. In diesem 
Fall wäre Theodoros der Beweis bei √17  nicht 
mehr gelungen. 

Theodorus-Spirale 

                                               Fortsetzung folgt... 
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